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Синтез цифрових регуляторів по методу Калмана 

 

Такий регулятор забезпечує мінімальний час перехідного процесу. 

Задається умова, щоб перехідний процес в замкненій системі цифрової 

АСР (рис. 1.1) закінчився (рис. 2, а) за час, який дорівнює двом періодам 

квантування (рис. 2, б) при подаванні на регулятор в якості завдання 

одиничного збурюю чого діяння [1]G . Керувальне діяння ( )U t  має два 

проміжних значення перед тим, як воно досягне кінцевого рівня fU . 

 

Рис. 1 - Структурна схема контура НЦУ ( ( ) ( ) / ( )P z Y z G z=  – імпульсна 

передатна фонкція по каналу «завдання регулятору – вихідни (регульована) величина; 

( ) ( ) / ( )Q z U z G z=  – імпульсна передатна фонкція по каналу «завдання регулятору – 

керувальне діяння») 

 

D(z) 
G(z) E(z) U(z) 

Wn 

T 

T T 

1 pTe

p

−−  W0(p) 
Y(p
) 
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Рис. 2  Динамічні характеристики системи НЦУ: 

а – бажаний перехідний процес в замкненій ЦАСУ; б – керувальне 

діяння ( [0 ], [1 ]U T U T  – проміжні значення керувального діяння) 

 

Запишемо вираз для вхідної і керувальної змінної в z - формі: 

[ ]
0

( ) n

n

Y z Y nT z
∞

−

=

=∑ ;    (1) 

( ) [ ]
0

n

n

U z U nT z
∞

−

=

=∑ ;    (2) 

Одиничне завдання в формі z - перетворення буде мати вигляд; 

( ) 1

1

1
G z

z−=
−

     (3) 

Розглядаючи сумісно з (1) і (3), а також (2) і (3), отримуємо 

Y(t) 

Y[1T] 
Y[2T] 

t 
0 1T 2T 3T 

U(t) 

U[0T] 

U(f) 

U[1T] 

t 
0 1T 2T 3T 
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( ) ( )
( )

[ ] [ ] [ ]{ }1 0 1 2(1 ) 0 1 2 ...
Y z

P z z y T z y T z y T z
G z

− − −= = − + + +  (4) 

( ) ( )
( )

[ ] [ ] [ ]{ }1 0 1 2(1 ) 0 1 2 ...
U z

Q z z U T z U T z U T z
G z

− − −= = − + + +  (5) 

Де [ ] [ ]0 , 1U T U T  – визначення значення керувального діяння; fU  – 

усталене значення керувального діяння. 

Таким чином, можна записати: [ ]0 0y T = , а [ ] [ ]2 3 ... 1y T y T= = = , 

оскільки рахуємо, що регулятор обробив на одиничне завдання і 

перехідний процес закінчився. 

Вирази (4) і (5) перепишемо наступним чином: 

( ) [ ]{ }1 1 2 3(1 ) 1 1 1 ...P z z y T z z z− − − −= − + + +    (6) 

( ) [ ] [ ]{ }1 1 2(1 ) 0 1 1 ...fQ z z U T U T z U z− − −= − + + +   (7) 

Перетворимо ці вирази, відпускаючи члени ряду з індексом (-3) і 

більше: 

( )
( )

( ) [ ] [ ]{ }1 21 1 1
Y z

P z y T z y T z
G z

− −= = + −    (8) 

( )
( )

( ) [ ] [ ] [ ]{ } [ ]{ }1 20 1 0 1f

U z
Q z U T U T U T z U U T z

G z
− −= = + − + −  (9) 

Імпульсну передатну функцію ПНЧ системи можна записати так: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

/
( )

/

P z Y z G z Y z
Wp z

Q z U z G z U z
= = = =  

[ ] [ ]{ }
[ ] [ ] [ ]{ } [ ]{ }

1 2

1 2

1 1 1

0 1 0 1f

Y T z Y T z

U T U T U T z U U T z

− −

− −

+ −
=

+ − + −
  (10) 
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Визначаємо імпульсну передатну функцію регулятора НЦУ по каналу 

( ) ( )E z U z→ : 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

U z U z
D z

E z G z Y z
= =

−
    (11) 

Знаходимо з (8) ( ) ( ) ( )Y z G z P z=  , а з (9) ( ) ( ) ( )U z G z Q z=  і, 

підставляючи їх в (11), отримаємо: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

Q z G z Q z
D z

G z P z G z P z
= =

− −
   (12) 

Вирази (8)-(10) використовуємо для визначення алгоритму (закону) 

регулятора НЦУ і розрахунку імпульсної передатної функції регулятора 

виходячи з конкретних умов об’єкта. 

І. Об’єкт має передатну функцію 

1
1

( )
1

p
oK e

W p
T p

τ−

=
+

      (13) 

Аналогічно (1.2)-(1.4) знаходимо в z - формі передатну функцію 

наведеної неперервної частини: 

( )
1 ( 1)

1 1 2
1

1

1 ( ) ( )
1

k

p

z W p Ko C C z z
Wp z z

z p a z

− − +

−

 − +
= = 

− 
  (14) 

де 1
1 1

T

TC e
α

= − ; 1 1/
2

T

T T TC e e
α−

−= − ; 

( )
1

KT
a

T

τ −
= − ; 1/

1
T T

pa e−= ; ( 1)KT k Tτ< ≤ + . 
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З виразу  (10) слідує, що сума коефіцієнтів при 1z−  і 2z−  в чисельнику 

буде дорівнювати одиницію Для того щоб в (14) мати це, поділимо 

чисельник і знаменник на 1 2( )Ko C C+ : 

1 ( 1)1 2

1 2 1 2

1
1

1 2

( )
1

(1 )
( )

k

p

C C
z z

C C C C
Wp z

a z
Ko C C

− − +

−

 
+ + + =

−
+

   (15) 

На основі виразів (14) і (15) 

( )
( 1) ( 2)

1 2

1 2 1 2

k kC z C z
P z

C C C C

− + − +

= +
+ +

    (16) 

( )
1

1

! 2 1 2

1

( ) ( )
pa z

Q z
C C Ko Ko C C

−

= −
+ +

   (17) 

Підставляючи (16) і (17) в (12), отримуємо 

( )
1

1

( 1) ( 2)
1 2

1 2
1 2 1 2

1

( ) 1

p

k k

a z
D z

C z C z
Ko C C

C C C C

−

− + − +

−
=

 
+ − − + + 

  (18) 

При такому алгоритмі у відповідності до вибраного критерію система 

НЦУ з об’єктом 1-го порядку з запізненням буде мати монотонний 

затухаючий перехідний процес. Однак ( )U t  проявляє значні коливання, 

котрі з’являються за рахунок полюсів передатної функції (18) в околі 

1z = −  . Щоб прибрати ці полюси другий співмножник в (18) при 2K =  

перетворюємо таким чином: 

спочатку позначимо 1 1 2 1/ ( )C C C x+ = ; 

3 4 3 4 4 4 3 1
1 1 1 1 11 (1 ) 1 (1 ) (1 )x z x z x z z z x z x z z− − − − − − −− − − = − − + = − − − =  



 9 

( )( )1 1 2 3 1 1 1 2 3
1 1(1 )(1 )(1 ) (1 ) (1 ) 1 1z z z x z z z z z x z− − − − − − − − − = − + + − − = − + + − = 

 

  1 1 2 3
1(1 ) 1 (1 )z z x x z− − − − = − + + + −      (19) 

Підстановка в вираз (19), крім 1(1 )z−− , значення 1z = + , де коливань 

немає, перетворює вираз для ( )D z  в такому вигляді: 

( )
1

1
1

1 2 1

1

( )(1 )(4 )
pa z

D z
Ko C C z x

−

−

−
=

+ − −
   (20) 

Якщо 2K ≠ , співмножник знаменника може бути представлений так: 

1 2
1 11 (1 )k kx z x− − − −− − − =  

( )1 1 2 1
11 1 ... (1 )k kz z x z x z− − − − − − = − + + + + + −    (21) 

Якщо 1z = + , то (21) набуде вигляду: 

( )1
1(1 ) 2z K x−− + −      (22) 

Передаточна функція регулятора буде записана наступним чином: 

( )
1

1

/

/ 1
1

1
(1 )

( 1)( 2 ) 1

T T

T T

e
D z

Ko e K x z−= +
− + − −

   (23) 

Порівняння членів і коефіцієнтів в цьому регуляторі з загальним 

представленням дискретного ПІ-регулятора 

( ) ( )1
1

1

T
D z Kp

Tu z−

 
= + 

−  
    (24) 

дає наступні оптимальні параметри налаштувань дискретного ПІ-

регулятора за методом Калмана при довільному K : 



 10 

1/
1

1

( 1)( 2 )opt T T
Kp

Ko e K x
=

− + −
; 

1/ 1opt T T

T
Tu

e
=

−
; 

ІІ. Об’єкт має передатну функцію 

Імпульсна передатна функція ПНЧ об’єкта має вигдял 

( ) ( )
( ) ( )( )

1 ( 1)3 4

3 4 3 4

1 1
1 2

1 3 4

1
1 1

( )

k

p p

C C
z z

C C C CP z
Wp z

Q z a z a z
K C C

− − +

− −

 
+ + + = =

− −
+

;  (26) 

( ) 1 ( 1)3 4

3 4 3 4

kC C
P z z z

C C C C
− − + 

= + + + 
;    (27) 

( ) ( )( )1 1
1 2

1 3 4

1
1 1

( ) p pQ z a z a z
K C C

− −= − −
+

;   (28) 

2 2 1 1
3

1 2

1 p pT a T a
C

T T

−
= +

−
; 1/

1
T T

pa e−= ;    (29) 

2 1 1 2
4 1 2

1 2

p p
p p

T a T a
C a a

T T

−
= +

−
; 2/

2
T T

pa e−= .   (30) 

Після підстановки в формулу (12) виразів (27) і (28) алгоритм 

керування приймає вигляд 

( )
( )

( )( )1 1
1 2

( 1) ( 2)3 41 3 4

3 4 3 4

1 11

1

p p

k k

a z a z
D z

C CK C C z z
C C C C

− −

− + − +

− −
=

+ − −
+ +

.  (31) 

При 1z = − , як показали дослідження, в керувальному діянні при 

перехідному процесі, викликаному ступінчатою зміною уставки 
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регулятора, з’являються затухаючі коливання, котрі являються дуже 

небажаними для виконавчого механізму. Для усунення цих коливань 

виконаємо наступне. Позначимо 

3
2

3 4

C
x

C C
=

+
; 4

2
3 4

1
C

x
C C

= −
+

; 

( )1 2
2 21 1k kx z x z− − − −− − − =  

( ) ( )1 1 2 1
21 1 ... 1k kz z z z x z− − − − − − = − + + + + + −  .  (32) 

Підставивши в праву частину (32) замість 1z = + , а 1(1 )z−−  

залишивши без змін, отримаємо такий вираз для ( )D z : 

( )
( )( )

1 2

1 2

/ /

/ /
1 2

2

( 1) 1 2

T T T T

T T T T

e e
D z

K e e K x

+ −
= ×

− − + −
 

( )( )
( )( ) ( )

1 2

1 2 1 2

/ / 1

/ / / /1

1 1 1
1

2 1 2

T T T T

T T T T T T T T

e e z

e e z e e

−

−

 − − −
 × + +

+ − − + −  
.  (33) 

Порівняння членів в цьому рівнянні з загальним поданням ПІД-

регулятора в дискретній формі: 

( ) ( ) ( )1

1
1 1

1

T Tg
D z Kp z

TTu z
−

−

 
= + + − 

−  
   (34) 

показує, що налаштувальні параметри Kp , Tu , Tg  можна записати так: 

( )( )( )
1 2

1 2

/ /

/ /
1 2

2

1 1 2

T T T T

opt T T T T

e e
Kp

K e e K x

+ −
=

− − + −
; ( )( )1 2

1 2

/ /

/ /

1 1

2

T T T T

opt T T T T

e e
Tu

e e

− −
=

+ −

1 2/ /

1

2opt T T T TTg
e e

=
+ −

. 
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Завдання до контрольної роботи 
 
Розрахувати імпульсну передатну функцію і програмуючу функцію для 
дискретного регулятора Калмана для об’єкту заданого передатною 
функцією 
 

1pT

eK
(p)W

pτ
об

об +
=

−

об

 

 
при передатній функції замкненої систми 
 

1pT

e
(p)W

pτ

+
=

−

з
з  

 
Таблиця 1 – Вихідні дані до завдання 

Варіант* Коб Тоб, с Тз, с τ, с Варіант* Коб Тоб, с Тз, с τ, с 
1 0,63 7 5 4 19 0,5 2 1 0,5 
2 5,78 10 7 2 20 1,68 2 0,4 3 
3 0,92 6 5 4 21 0,84 3 2 2 
4 0,54 10 4 0 22 0,71 1 4 2 
5 0,65 5 3 1 23 0,68 0,8 0,6 0,1 
6 2,8 6 4 2 24 2,78 2 0,5 1 
7 0,77 0,5 0,2 0,1 25 0,92 2 0,4 1 
8 0,82 0,3 0,1 0,1 26 0,54 5 1 1 
9 0,67 1 0,6 0,1 27 0,65 1 0,4 0,1 
10 1,58 3 1 2 28 3,8 3 2 1 
11 0,94 5 2 0,5 29 0,77 10 7 2 
12 0,65 1 0,5 0,2 30 0,68 30 0,6 0 
13 5,8 5 4 2 31 1,78 8 0,7 1 
14 1,77 3 2 1 32 0,92 4 1,5 3 
15 4,82 11 5 3 33 0,54 3 0,9 2 
16 2,67 0,6 0,4 0,2 34 1,65 15 5,5 1 
17 3,58 3 1 2 35 3,8 9 4 0,1 
18 3,94 2,7 1 0,5 36 0,77 50 20 5 

 
* Номер варіанту відповідає номеру у відомості.  
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Приклад 1. Аперіодичний об'єкт першого порядку з запізненням 

Розрахунок цифрових регуляторів методом KALMAN ALGORITHM 

Передатна функція обєкта керування має вигляд 

*

( )
( 1 1)

PKob e
Wob P

T P

τ−⋅
=

⋅ +

 

Для розрахунку цифрового регулятора введіть значення: 

Коефіцієнт передачі об'єкта -  Kob 1:=  

Стала часу об'єкта - T1 1:=  

Час транспортного запізнення - TAY 10:=  

Період дискретизації - T 1:=  

K floor
TAY

T 0.5+






:=  

A 1
TAY K T⋅−( )

T
−:=  

C1 1 e
A

T

T1
⋅






−:=  C2 e

A−
T

T1
⋅






 e

T−

T1






−:=  

X1
C1

C1 C2+( )
:=  

Ti
T

e

T

T1






 1−

:=  

Kr
1

Kob e

T

T1 1−







⋅ K 2+ X1−( )⋅









:=  

Значення налаштувань цифрового регулятора: 

Kr 0.073=  Ti 0.582=  
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Приклад 2. Аперіодичний об'єкт другого порядку з запізненням 

Розрахунок цифрових регуляторів методом KALMAN ALGORITHM 

Передатна функція обєкта керування має вигляд 

*

( )
( 1 1) ( 2* 1)

PKob e
Wob P

T P T P

τ−⋅
=

⋅ + ⋅ +

 

Для розрахунку цифрового регулятора введіть значення: 

Коефіцієнт передачі об'єкта -  Kob 1:=  

Сталі часу об'єкта - T1 1:=  T2 1:=  

Час транспортного запізнення - TAY 10:=  

Період дискретизації - T 1:=  

K floor
TAY

T 0.5+






:=  

Ar1 e

T−

T1






:=  Ar2 e

T−

T2






:=  

C3 1
T2 Ar2⋅ T1 Ar1⋅−

T1 T2−
+:=  C4 Ar1 Ar2⋅

T2 Ar1⋅ T1 Ar2⋅−( )

T1 T2−
+:=  

X2
C3

C3 C4+
:=  

Ti
1 e

T

T1






−







 1 e

T

T2−







⋅

e

T

T1 e

T

T2+ 2−

:=  

Kr e

T

T1 e

T

T2+ 2−:=  

Kr
Kr

Kob e

T

T1 1−







⋅ e

T

T2 1−







⋅ 2 K+ X2−( )⋅









:=  Td
1

e

T

T1 e

T

T2+ 2−

:=  

Значення налаштувань цифрового регулятора: 

Kr 0.163=  Ti 0.859=  Td 0.291=  
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